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多因子异方差分析
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摘要: 提出一种多因子异方差分析方法,在变异系数相同的条件下,详细讨论了单因子、双因子以及多因子异

方差分析。该方法可以对多个正态母体是否具有某种不同的均值进行检验和估计。并且通过少量试验,对仿

真和数字化设计结果进行检验,分析各个因素 (因子)对仿真和数字化设计结果的影响,以确定哪些因素已被

正确仿真,而哪些因素尚未被正确模拟,从而指导仿真软件的编制。此外,该方法还可以根据试验数据对仿真

和数字化设计结果进行修正。
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Abstract: A m ethod fo r m u lt i2w ay hetero scedast ic analysis is p resen ted, w h ich

deta iled ly discu sses the hetero scedast ic analysis of one, tw o and m u lt ip le facto rs, in the

condit ion of the sam e coeff icien t of varia t ion in all sta tes. It can test w hether the m u lt ip le

popu la t ion s have a certa in k ind of d ifferen t m ean s, and est im ate their param eters. W ith sm all

samp le, it can test the resu lts of sim u la t ion o r d ig ita l design and analyze the influence of each

facto r in the resu lts. A nd then, it can po in t ou t w h ich facto rs have been sim u la ted co rrect ly

and w h ich haven’t. Fu rthermo re, th is m ethod can co rrect the resu lts of sim u la t ion o r d ig ita l

design acco rd ing to the experim en ta l data.
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　　文献[ 1 ]提出一种能够对仿真和数字化设计

结果进行小样本检验和修正的方法,解决了仿真

和数字化设计结果的可信性问题。鉴于核仿真、结

构强度仿真、振动仿真、可靠性仿真、电磁仿真、经

济仿真等需要对众多复杂的影响因素 (如温度、应

力等)进行模拟,如何判断这些影响因素哪些已被

正确仿真,而哪些尚未被正确模拟,这是当前亟待

解决的难题。为此,本文进一步建立多因子异方差

分析方法,该方法可以用于仿真和数字化设计结

果的因子分析,能够对各个影响因素逐一进行检

验,以指导仿真软件的编制。

传统的多因子方差分析是在方差相同的条件

下,对多个母体的均值是否相同 (即各因子及其交

互作用是否对均值有显著影响)进行检验[2～ 4 ]; 而
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多因子异方差分析方法则是在变异系数相同的条

件下,检验多个母体是否具有某种不同的均值 (即

在仿真和数字化设计中是否已正确考虑各因子及

其交互作用对均值的影响) ,所以它们在功能上完

全不同。

1　单因子异方差分析方法

1. 1　基本思想

　　设A 1,A 2,⋯,A m 是因子A 的m 个水平,在第

i个水平A i下进行了n i 次试验,试验值X i j满足:

X i j～ N (Λi, Ρ2
i )

i = 1, 2,⋯,m ;　j = 1, 2,⋯, n i (1)

式中:

Λi = k i Λ　　　i = 1, 2,⋯,m (2)

并假定各个不同因子水平下的变异系数Ρi Λi ( i=

1, 2,⋯, m )相同 (在误差分析中相当于相对误差

相同) ,则有:

Ρi = k i Ρ　　　i = 1, 2,⋯,m (3)

式中Λ和Ρ均为未知参数。若令:

Y i j =
X i j

k i
　　i = 1, 2,⋯,m ;　j = 1, 2,⋯, n i

(4)

则当仿真、数字化设计等方法求得的 k i ( i= 1, 2,

⋯,m )满足式 (2)和式 (3)时,有:

Y i j～ N (Λ, Ρ2)

i = 1, 2,⋯,m ;　j = 1, 2,⋯, n i (5)

因此,通过检验Y i j是否来自于同一母体可以判断

仿真、数字化设计等方法求得的k i正确与否。

1. 2　单因子分析方法

　　下面给出检验仿真、数字化设计得到的k i ( i=

1, 2,⋯, m )是否满足式 (2)的方法,并对未知参数

Λ和Ρ2 进行估计。令:

Λ =
1
n∑

m

i= 1

n i Λi

k i
　 (6)

式中 n = ∑
m

i= 1

n i。设:

∆i = Λi k i - Λ　　　i = 1, 2,⋯,m (7)

则检验 k i ( i= 1, 2,⋯, m )是否满足式 (2) ,相当于

检验假设:

H 0:　∆1 = ∆2 = ⋯ = ∆m = 0

H 1:　∆1, ∆2,⋯, ∆m 不全为零
(8)

　　单因子异方差分析的统计模型为:

X i j = k i Λ + k i ∆i + Εi j

Εi j～ N (0, Ρ2
i ) ,各 Εi j 独立

i = 1, 2,⋯,m ;　j = 1, 2,⋯, n i

∑
m

i= 1
n i∆i = 0

(9)

　　设总离差平方和为:

S T = ∑
m

i= 1
∑

n i

j= 1

(X i j k i - X{ ) 2 (10)

组内平方和 (误差平方和)为:

S E = ∑
m

i= 1
∑

n i

j= 1

1
k 2

i
(X i j - X{ iõ) 2 (11)

组间平方和为:

S A = ∑
m

i= 1
n i (X{ iõ k i - X{ ) 2 (12)

并且,有:

S T = S E + S A (13)

式中X{ 为样本总平均:

X{ =
1
n∑

m

i= 1
∑

n i

j= 1

X i j

k i
(14)

X{ i·为第 i个水平A i 下的样本平均值:

X{ iõ =
1
n i
∑

n i

j= 1
X i j (15)

　　可以证明:

S E

Ρ2～ ς2 (n - m ) (16)

并且 E (S A ) = (m - 1) Ρ2 + ∑
m

i= 1
n i∆2

i ,所以,当H 0

为真时,有:

S A

Ρ2～ ς2 (m - 1) (17)

　　由式 (16)和 (17)可知:

S A (m - 1)
S E (n - m )～ F (m - 1, n - m ) (18)

因此,对于给定的显著性水平Α,假设H 0 的拒绝域

为:

F =
S A (m - 1)
S E (n - m ) ≥ F Α(m - 1, n - m )

(19)

　　未知参数Ρ2 的估计量为:

Ρδ2 =
S E

n - m
(20)

当不拒绝假设H 0 时, Λ的估计量为:

Λδ = X{ (21)

2　双因子异方差分析方法

2. 1　双因子异方差分析

　　设A 和B 是影响试验结果的两个因子, A 1,

643 航 空 动 力 学 报 第　20　卷



© 1994-2010 China Academic Journal Electronic Publishing House. All rights reserved.    http://www.cnki.net

A 2,⋯, A r 是因子A 的 r 个水平, B 1, B 2,⋯, B s 是

因子B 的s个水平。在每对因子水平组合 (A i,B j )

下进行了 t ( t≥2)次试验 (称为等重复试验) ,试验

值记为X i j k , i= 1, 2,⋯, r; j = 1, 2,⋯, s; k= 1, 2,

⋯, t。并设X i j k～N (Λi j , Ρ2
i j ) ,其中:

Λi j = k i j Λ
i = 1, 2,⋯, r;　j = 1, 2,⋯, s (22)

在各个不同因子水平下的变异系数相同时,有:

Ρi j = k i j Ρ
i = 1, 2,⋯, r;　j = 1, 2,⋯, s (23)

式中Λ和Ρ2 均为未知参数。下面将对仿真、数字化

设计等方法求得的 k i j ( i= 1, 2,⋯, r; j = 1, 2,⋯,

s)是否满足式 (22)进行检验。令:

Λ =
1
rs∑

r

i= 1
∑

s

j = 1

Λi j

k i j
(24)

Λiõ =
1
s∑

s

j = 1

Λi j

k i j
　　i = 1, 2,⋯, r (25)

Λõj =
1
r∑

r

i= 1

Λi j

k i j
　　j = 1, 2,⋯, s (26)

Αi = Λiõ - Λ　　i = 1, 2,⋯, r (27)

Βj = Λõj - Λ　　j = 1, 2,⋯, s (28)

Χi j = Λi j k i j - Λiõ - Λõj + Λ
i = 1, 2,⋯, r;　j = 1, 2,⋯, s (29)

则检验由仿真、数字化设计等方法求得的k i j ( i=

1, 2,⋯, r; j = 1, 2,⋯, s)是否满足式 (22) ,相当于

检验假设:

H 01:　Α1 = Α2 = ⋯ = Αr = 0

H 11:　Α1, Α2,⋯, Αr不全为零
(30)

H 02:　Β1 = Β2 = ⋯ = Βs = 0

H 12:　Β1, Β2,⋯, Βs 不全为零
(31)

H 03:　Χ11 = Χ12 = ⋯ = Χrs = 0

H 13:　Χ11, Χ12,⋯, Χrs不全为零
(32)

其双因子异方差分析的统计模型为:

X i j k = k i j Λ + k i j Αi + k i j Βj + k i j Χi j + Εi j k

Εi j k～ N (0, Ρ2
i j ) ,各 Εi j k 独立

i = 1, 2,⋯, r;　j = 1, 2,⋯, s;　k = 1, 2,⋯, t

∑
r

i= 1
Αi = 0;∑

s

j = 1
Βj = 0;　∑

r

i= 1
Χi j = 0;∑

s

j= 1
Χi j = 0

(33)

　　设总离差平方和为:

S T = ∑
r

i= 1
∑

s

j= 1
∑

t

k= 1

(X i j k k i j - X{ ) 2 (34)

误差平方和为:

S E = ∑
r

i= 1
∑

s

j= 1
∑

t

k= 1

1
k 2

i j
(X i j k - X{ i jõ) 2 (35)

因子A 效应平方和为:

S A = st∑
r

i= 1

(X{ iõõ - X{ ) 2 (36)

因子B 效应平方和为:

S B = rt∑
s

j= 1

(X{ õjõ - X{ ) 2 (37)

A 和B 交互效应平方和为:

S A×B = t∑
r

i= 1
∑

s

j= 1

(X{ i jõ k i j - X{ iõõ - X{ õjõ + X{ ) 2

(38)

则有:

S T = S E + S A + S B + S A×B (39)

式中:

X{ =
1

rst∑
r

i= 1
∑

s

j = 1
∑

t

k= 1

X i j k

k i j
(40)

X{ iõõ =
1
st∑

s

j= 1
∑

t

k= 1

X i j k

k i j
(41)

X{ õjõ =
1
rt∑

r

i= 1
∑

t

k= 1

X i j k

k i j
(42)

X{ i jõ =
1
t∑

t

k= 1
X i j k (43)

　　可以证明:

S E

Ρ2～ ς 2 rs ( t - 1) (44)

由于 E (S A ) = (r - 1) Ρ2 + st∑
r

i= 1
Α2

i ,故当H 01为真

时,有:

S A

Ρ2～ ς 2 (r - 1) (45)

因 E (S B ) = (s - 1) Ρ2 + rt∑
s

j = 1
Β2

j ,故当H 02为真

时,有:

S B

Ρ2～ ς 2 (s - 1) (46)

同 样 有 E (S A×B ) = (r - 1) (s - 1) Ρ2 +

t∑
r

i= 1
∑

s

j= 1
Χ2

i j , 当H 03为真时,有:

S A×B

Ρ2 ～ ς2 (r - 1) (s - 1) (47)

　　由此可知,在显著性水平Α下,假设H 01的拒

绝域为:

FA =
S A (r - 1)

S E rs ( t - 1)
≥ F Α r - 1, rs ( t - 1)

(48)

假设H 02的拒绝域为:

FB =
S B (s - 1)

S E rs ( t - 1)
≥ F Α s - 1, rs ( t - 1)

(49)
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假设H 03的拒绝域为:

FA×B =
S A×B (r - 1) (s - 1)

S E rs ( t - 1)
≥

F Α (r - 1) (s - 1) , rs ( t - 1) (50)

　　若H 01 (或H 02)被拒绝,则说明由仿真、数字
化设计等方法求k i j ( i= 1, 2,⋯, r; j = 1, 2,⋯, s)

时,未正确考虑因子A (或B )的影响。若H 03被拒
绝,则说明未正确考虑因子A 和B 的交互效应。
　　未知参数Ρ2 的估计量为:

Ρδ2 =
S E

rs ( t - 1)
(51)

当不拒绝假设H 01、H 02和H 03时, Λ的估计量为Λδ=

X{。

2. 2　双因子无重复试验的异方差分析

　　当因子A 和B 无交互作用或交互作用对试验

结果的影响很小时,在每对水平组合 (A i,B j )下可

以只进行一次试验 (称为无重复试验) ,试验值记

为X i j ,设X i j～N (Λi j , Ρ2
i j ) , i= 1, 2,⋯, r; j = 1, 2,

⋯, s。其异方差分析模型为:

X i j = k i j Λ + k i j Αi + k i j Βj + Εi j

Εi j～ N (0, Ρ2
i j ) ,各 Εi j 独立

i = 1, 2,⋯, r;　j = 1, 2,⋯, s

∑
r

i= 1
Αi = 0;　∑

s

j= 1
Βj = 0

(52)

式中Λ, Λi·, Λ·j , Αi 和Βj 仍由式 (24)～ (28)给出。

因此,检验由仿真、数字化设计等方法求得的k i j

( i= 1, 2,⋯, r; j = 1, 2,⋯, s)是否满足式 (22) ,

相当于检验式 (30)和 (31)给出的假设H 01和H 02。

设总离差平方和为:

S T = ∑
r

i= 1
∑

s

j = 1

(X i j k i j - X{ ) 2 (53)

误差平方和为:

S E = ∑
r

i= 1
∑

s

j= 1

(X i j k i j - X{ iõ - X{ õj + X{ ) 2

(54)

因子A 效应平方和为:

S A = s∑
r

i= 1

(X{ iõ - X{ ) 2 (55)

因子B 效应平方和为:

S B = r∑
s

j = 1

(X{ õj - X{ ) 2 (56)

则有:

S T = S E + S A + S B (57)

式中:

X{ =
1
rs∑

r

i= 1
∑

s

j = 1

X i j

k i j
(58)

X{ iõ =
1
s∑

s

j= 1

X i j

k i j
(59)

X{ õj =
1
r∑

r

i= 1

X i j

k i j
(60)

　　可以证明:

S E

Ρ2～ ς2 (r - 1) (s - 1) (61)

S A和S B仍分别满足式 (45)和 (46)。

　　因此,当因子A 和B 无交互作用或交互作用

对试验结果的影响很小时,在显著性水平Α下,假

设H 01的拒绝域为:

FA =
S A (r - 1)

S E (r - 1) (s - 1)
≥

F Α r - 1, (r - 1) (s - 1) (62)

假设H 02的拒绝域为:

FB =
S B (s - 1)

S E (r - 1) (s - 1)
≥

F Α s - 1, (r - 1) (s - 1) (63)

　　未知参数Ρ2 的估计量为:

Ρδ2 =
S E

(r - 1) (s - 1)
(64)

当不拒绝假设H 01和H 02时, Λ的估计量为Λδ= X{。

3　多因子异方差分析方法

　　对于多因子试验,设试验总次数为n ,试验值

X i满足:

X i～ N (Λi, Ρ2
i )　　i = 1, 2,⋯, n (65)

式中:

Λi = k i Λ　　i = 1, 2,⋯, n (66)

在变异系数Ρi Λi ( i= 1, 2, ⋯, n )相同的条件下,

有:

Ρi = k i Ρ　　i = 1, 2,⋯, n (67)

式中Λ和Ρ2 均为未知参数。下面给出检验仿真、数

字化设计等方法求得的 k i ( i= 1, 2,⋯, n )是否满

足式 (66)的方法。

3. 1　总离差平方和

　　设总离差平方和为:

S T = ∑
n

i= 1

(X i k i - X{ ) 2 (68)

即:

S T = Q T - T 2 n (69)

式中Q T为所有试验数据的加权平方和, T 为所有

试验数据的加权总和, X{ 为其加权总平均值:

Q T = ∑
n

i= 1

X 2
i k 2

i (70)
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T = ∑
n

i= 1

X i k i (71)

X{ = T n (72)

S T的自由度为:

f T = n - 1 (73)

可以证明,当 k i ( i= 1, 2,⋯, n)满足式 (66)和 (67)

时,有:

S T

Ρ2～ ς2 (f T ) (74)

3. 2　因子效应平方和

　　设nA i为因子A 的第 i ( i= 1, 2,⋯, m A )个水平

下的试验次数, X A ik为其第 k 个试验结果,则因子

A 的效应平方和由下式计算:

S A = ∑
mA

i= 1

nA i (X{ A i - X{ ) 2 (75)

即:

S A = ∑
mA

i= 1

T 2
A i nA i - T 2 n (76)

式中T A i为因子A 第i个水平下的所有试验数据的

加权总和, X{ A i为其加权平均值:

T A i = ∑
nA i

k= 1

X A ik kA ik (77)

X{ A i = T A i nA i (78)

其中kA ik为因子A 第 i个水平下第k 个试验结果的

均值系数,即E (X A ik ) = ΛA ik = kA ik Λ。S A的自由度

为:

f A = m A - 1 (79)

　　可以证明,当式 (66)和 (67)成立时,有:

S A

Ρ2～ ς2 (f A ) (80)

3. 3　两因子交互效应平方和

　　因子A 和因子B 的交互作用效应平方和S A×B

由下式计算:

S A×B = S AB - S A - S B (81)

式中:

S AB = ∑
mA

i= 1
∑

mB

j= 1

nAB ij (X{ AB ij - X{ ) 2 (82)

即:

S AB = ∑
mA

i= 1
∑

mB

j= 1

T 2
AB ij nAB ij - T 2 n (83)

式中:

T AB ij = ∑
nAB ij

k= 1

X AB ijk kAB ij k (84)

X{ AB ij = T AB ij nAB ij (85)

其中T AB ij为因子A 第i个水平和因子B 第j 个水平

组合 (A i,B j )下的所有试验数据的加权总和, X{ AB ij

为其加权平均值; kAB ij k为 (A i, B j )下第 k 个试验结

果的均值系数,即E (X AB ijk ) = ΛAB ij k = kAB ijk Λ; nAB ij

为 (A i,B j )下的试验次数, X AB ijk为其第k 个试验结

果; i= 1, 2,⋯, m A ; j = 1, 2, ⋯, m B; k = 1, 2, ⋯,

nAB ij。

　　S A×B的自由度等于因子A 和因子B 的自由度

f A和 f B乘积:

f A×B = f A × f B (86)

可以证明,当式 (66)和 (67)成立时,有:

S A×B

Ρ2 ～ ς2 (f A×B ) (87)

3. 4　采用正交表时的两因子交互效应平方和

　　若采用正交表[2 ]安排多因子有交互作用的试

验,其中因子A 和因子B 的交互作用在正交表上

占了若干列,那么该交互作用效应平方和S A×B等

于正交表上这若干列的效应平方和之和,而每列

的效应平方和可将每列看成单一因子按式 (75)或

(76)计算。也可按式 (81)计算S A×B。

3. 5　误差平方和

　　误差平方和为:

S E = S T - S F - S I (88)

式中S F为所有因子的效应平方和之和, S I为所有

交互作用的效应平方和之和。S E的自由度为:

f E = f T - f F - f I (89)

式中 f F为所有因子平方和的自由度之和, f I为所

有交互作用效应平方和的自由度之和。可以证明:

S E

Ρ2～ ς2 (f E) (90)

3. 6　显著性检验

　　在显著性水平Α下,当

FA =
S A f A

S E f E
≥ F Α(f A , f E) (91)

或

FA×B =
S A×B f A×B

S E f E
≥ F Α(f A×B , f E) (92)

时,则拒绝式 (65) ,即可以断定由仿真、数字化设

计等方法求 k i ( i= 1, 2,⋯, n)时,未正确考虑因子

A 或交互作用A ×B 的影响。

3. 7　未知参数估计

　　未知参数Ρ2 的估计量为:

Ρδ2 =
S E

f E
(93)

当不拒绝式 (66)时, Λ的估计量为Λδ= X{。
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4　多母体变异系数齐性检验方法

　　设试验值X i j～N (Λi, Ρ2
i ) ,其中 Λi = k i Λ, i =

1, 2,⋯,m ; j = 1, 2,⋯, n i。若:

Ρi = k i Ρ　　i = 1, 2,⋯,m (94)

则变异系数Ρi Λi ( i= 1, 2,⋯, m )相同。因此,可在

多母体方差齐性检验的Bart let t方法[4 ]基础上,给

出多母体变异系数齐性的检验方法。令:

S 2
i =

1
n i - 1∑

n i

j= 1

1
k 2

i
(X i j - X{ i) 2

i = 1, 2,⋯,m (95)

S 2 =
1

n - m∑
m

i= 1

(n i - 1)S 2
i (96)

X{ i =
1
n i
∑

n i

j= 1
X i j (97)

式中 n = ∑
m

i= 1
n i。

　　当变异系数Ρi Λi ( i= 1, 2,⋯, m )相同,即 k i ( i

= 1, 2,⋯, m )满足式 (94)时, Bart let t统计量ς 2 近

似服从 ς2 (m - 1)分布,其中:

ς 2 =
1
C

(n - m ) ln S 2 - ∑
m

i= 1

(n i - 1) ln S 2
i

(98)

式中修正系数C 由下式给出[4 ]:

C = 1 +
1

3 (m - 1) ∑
m

i= 1

1
n i - 1

-
1

n - m

(99)

　　在显著性水平Α下,式 (94)的拒绝域为ς 2≥ς 2
Α

(m - 1)。

5　结　论

　　 (1) 多因子异方差分析方法可以对仿真和数

字化设计结果中的各个影响因素逐一进行分析和

检验,能够确定哪些因素已被正确仿真,哪些因素

尚未被正确模拟。

(2) 多因子异方差分析方法也能够对仿真和

数字化设计结果中各个因素的交互作用逐一进行

小样本检验。

(3) 建立了双因子等重复和无重复试验两种

情况的异方差分析方法,前者可用于两因素有交

互作用时仿真和数字化设计结果的因子分析; 后

者则用于无交互作用时仿真和数字化设计结果的

因子分析。

( 4) 对于一般的多因子试验,给出了异方差

分析的总离差平方和、各因子效应平方和、交互作

用效应平方和、误差平方和以及它们的自由度计

算公式,并建立了各因子及其交互作用的分析和

检验方法。

(5) 建立了多因子正交试验的异方差分析方

法, 多因子正交试验具有信息量大、样本小的特

点。

(6) 多因子异方差分析方法要求各状态下的

变异系数 (或相对误差)相同,因此文中给出一种

多母体变异系数齐性检验方法。
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